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وَّل: َّمرين الأ  الت

لى المعلم المتعامد والمتجانس  الفضاء منسوب ا  ; ; ;o i j k 

لدينا:  P : x y z2 1 0      َو P' : x y z2 2 0     

ثبات أأنَّ  (0 ا  P  َو P :متقاطعان 

 P  َو P'  َّمتقاطعان يعني أأن 
 P

n  َو
 P'

n .ّغير مرتبطان خطيا 

لدينا: 
 P

n

2

1

1

 
 
 
  

وَ   
 P'

n

1

2

1

 
 
 

 
 

   : 2نلاحظ أأنَّ 1 1

1 2 1



  :و منه
 P

n  َو P'
n .ّغير مرتبطان خطيا 

:  نس تنتج أأنَّ P  َو P .متقاطعان 

: لدينا (6 Γ  مجموعة النقط M x; y ; z :حيث     d M , P d M , P'  

ة المجموعةتعيين طبيع - Γ : 

  
     

  

x y z
d M ,

x y z
d M ,

P

P

2 2 2

2 1

2 1 1

2 1

6

  


  

  


    

  
     

  

x y z
d M ,

x

P'

P'
y z

d M ,

2 2 2

2 2

1 2 1

2 2

6

  


  

  

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     

     

     
   

   

     

     

x y z x y z
d M , P d M , P'

x y z x y z

x y z x y z

x y z x y

d M , P d M , P'

d M , P d M , P'

d M , P d M , P'

d

z

x y z x y z

x y z x y z

M , P d M ,

x z

y

P'

y

x

2 1 2 2

6 6

2 1 2 2

2 1 2 2

2 1 2 2

2 1 2 2 0

2 1 2 2 0

3 2 3 0

3 1 0

     
  

       

       


 


      

       


 
        

   


 

  











 






 

ذن: المجموعة  ا  Γ  تحاد المس تويين هي ا  Q  َو Q'  

حيث:  x y: zQ 3 2 3 0       َو  yQ' : x3 1 0  . 

التحقق أأنَّ  (3 A ; ;1 2 لى المجموعة0 تمي ا  تنـ Γ : 

     A A Q A Q'Γ      

حداثيات  في معادلة  Aبعد تعويض ا  Q  َو Q'  َّنجد أأن : A Q' 

 و منه: A ; ;1 2 لى المجموعة0 تمي ا  تنـ Γ 

على  Aالمسقطان العموديان للنقطة  ’Hوَ  Hلدينا:  (4 P  َو P' .على الترتيب 

تمثيل الوس يطي للمستـق ـ - أأ  يجاد ال يـمين ا  AH  َو AH' : 

H  المسقط العمودي للنقطةA على المس توي P  َّيعني أأن
 P

n  َوAH .مرتبطان خطيا 

أأي:
 P

n   تقيم هو شعاع توجيه المس AH.  َو A AH  
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 و منه:   
A

A

A

x x t

AH : y y t t

z z

.....;

t

2 


  
  

 .  أأي:     

x t

AH : y t .....; t

z t

1 2

2

 


  
  

  

H’  المسقط العمودي للنقطةA على المس توي P'  َّيعني أأن
 P'

n  َوAH' .مرتبطان خطيا 

أأي:
 P'

n  هو شعاع توجيه المس تقيم AH' َو . A AH'  

 و منه:   
A

A

A

x x t '

AH' : y y t ' t '

z z

.....

t '

;

2 


  
  

 .  أأي:     

x t '

AH' : y t ' .....; t '

z t '

1

2 2

 


  
 

  

حداثيات  - ب  : ’Hوَ  Hا 

H  المسقط العمودي للنقطةA   تويعلى المس P  َّيعني أأن
 

 

H P

H AH

 




أأي:      AH P H   

حداثيات   Hل يجاد ا 

  نعوضz ; y ; x   : ِـ تمثيل الوس يطي لـ الموجودة في ال AH  في معادلة P . 

 يمة  نبحث عن  . tق

  يمة تمثيل الوس يطي للمس تقيم  tنعوض عن ق ل عليها سابقا في ال الُمحصَّ AH . 

           

     

     

     

AH P H

AH P H

AH P H

AH P H

t t t

t t

t

t

t2 1 0

2 4 2 1 0

6 5

2

0

2

6

1

5

      

   

 



   

 









 

 
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tنعوض 
5

6
   تمثيل الوس يطي للمس تقيم في ال AH. 

H

H

H

x

y

z

5

6

5

6

6

2

5

1

2

 
 

 

 
 

 

 



 




 



  
  


 بالتبس يط نجد :   

H

H

H

x

y

z

10 6 10
1

6 6

5 12 5
2

6 6

5

6


  




  






Hو منه:  ; ;
2 7 5

3 6 6

 
 
 

  

H’  المسقط العمودي للنقطةA على المس توي P'  َّيعني أأن
 

 

H P'

H AH'

 




أأي:      AH' P' H'   

حداثيات ل يجا  ’Hد ا 

  نعوضz ; y ; x   : ِـ تمثيل الوس يطي لـ الموجودة في ال AH'  في معادلة P' . 

  يمة tنبحث عن ق '. 

  يمة tنعوض عن ق ل عليها سابقا في ال  ' تمثيل الوس يطي للمس تقيم الُمحصَّ AH' . 

           

     

     

     

AH' P' H'

t ' t ' t '

t

AH' P' H'

AH' P' H'

A

'

t 'H' P

t ' t ' '

' '

t

H

2 2 0

1 4

1 2 2

4 2 0

6 5 0

5

6

      

      

  





 



  



 

tنعوض 
5

6
  تمثيل الوس يطي للمس تقيم في ال AH'. 
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H '

H '

H '

x

y

z

5

6

5

6

6

2 2

5

1
 
 
 

 
 
 

 


 




 



 







 بالتبس يط نجد :   

H'

H'

H '

x

y

z

5 6 5
1

6 6

10 12 10
2

6 6

5

6


  




  






'Hو منه:  ; ;
11 1 5

6 3 6

 
 
 

  

 للتحقق:

بما أأنًّ  A Γ : نَّ فا      d A, P d A, P' 

  

        

  

  

  

  

H A H A H A

d M , P AH

x x y y z zd M , P

d M , P

d M , P

d M , P

d M , P

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 7 5
1 2 0

3 6 6

5 5 5

3

5

6 6

25 25 25

9 36 36

150

36

6

6



     

     
          

     

      
       

     

  

 
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  

        

  

  

  

  

H ' A H ' A H ' A
d M , P'

d M , P'

d M , P'

d M , P'

d M , P' AH'

x

d

x y y z z

M , P'

2 2 2

2 2 2

2 2 2

11 1 5
1 2 0

6 3 6

5 5 5

6 3 6

25 25 25

36 9 36

5 6

6

150

36



     

     
          

     

     
       

     

  

 

 

 و منه :     d A, P d A, P' 

 

 

 

 

حداثيات  (5 منتصف القطعة  Iا  HH'  

H H '
I

H H '
I

H H '
I

x x
x

y y
y

z z
z

2

2

2










ع -ت      

I

I

I

x

y

z

2 11

73 6

2 12

7 1

96 3

2 12

5 5

106 6

2 12




 


 


 

Iو منه     ; ;
7 3 5

12 4 6

 
 
 
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 : ’AHHمساحة المثلث 

 بما أأنَّ :

0-  AH=AH’  نَّ  المثلث  متساوي الساقين.  ’AHHفا 

6- I  منتصف HH'   َّن رتفاع المثلث  AIفا   . ’AHHهو ا 

ذن : 'HH: تعُطى كما يلي  ’AHHحة المثلث مسا ا  AI
S

2


 

     H' H H' H H' H

HH

H

'

H

H' x x y y z z

H'

HH'

2 2 2

2 2 2

2 2

11 2 1 7 5 5

6 3 3 6 6 6

15 5

6 6

125

18

     

     
          

     

   
     

   



  

     A I A I A I
AI x x y y z z

AI

AI

AI

AI

2 2 2

2 2 2

2 2 2

7 3 5
1 2 0

12 4 6

5 5 5

12 4 6

25 25 25

144 16 36

350 175

144 72

     

     
          

     

     
       

     

  

 
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HH' AI
S

2


 

 و منه                               

 
S

S . ( u ). a.

125 175

18 72

2

21875

1296
2 05

2





 
 

 

َّمرين  َّاني:الت  الث

I) :لدينا f x x2 8    َو f
D ;0   

 C تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس O ; i ; j . 

0)  

حساب - أأ  
x
lim f x


 

 
x x
lim f x lim x2 8
 

   . 

تجاه تغيرر الدالة - ب   fا 

 f ' x
x x

2

2 2 8

1

2 8
 

 
  

f على المجال  موجبة ' ;0   : َّو هذا يعني أأنf على المجال  متزايدة ;0 . 
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 جدول التغيرات:

 

 +∞ 0 x 

+  f ' x  

    
 
 

8  

 f x  

 

حداثيات نقطة تقاطع  (6 ا  C   مع المس تقيم  : y x  : 

نحل المعادلة  f x x   أأي f x x 0  

 

   
 

 

 

......................

......................

f x x x x

x x

x

......................

.............

x x

........

x

x

x x

x x

x

x

x

x x.

2
2

2

2

0 2 8 0

2 8
0

2 8

2 8

2 8

2 8
0

2

0

8

8

2

8
0

2

     

 
 

 
 

  
 

  

 

 

 









 

x:لحل المعادلة : نس تعمل المميز  x
2

2 8 0    
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  2
2 4 1 8 36       36و منه  

xالمعادلة تقبل حلان:
1

2
4

2 6 
 


وَ    x ;

2

2 6
2 0

2

 
    


 

ذن: xالمعادلة : ا  x
2

2 8 0    تقبل حل وحيد على  ;0   هوx 4 

 ومنه: المعادلة :  f x x  تقبل حل وحيد هوx 4 

و منه:     C 4   

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 الرسم:
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II)  : لدينا
 n n

U

U f U

0

1

0







أأي :  

n n

U

U U

0

1

0

2 8





 

  

 تمثيل الحدود : (0
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 من الرسم نُُمّن أأنَّ  التخمين: (6 n

U . متزايدة 

3) . 

ه من أأجل كل عدد طبيعي  - أأ  ّـَ n :0البرهان بالتراجع أأن 4nU  

0nمن أأجل التحقق :  -0  

00:لدينا  0 4U    ذن الخاصية  حققةمُ  ا 

0أأي:  nنفرض أأنَّ الخاصية صحيحة من اجل الفرضية :  -6 4nU  

10أأي:    n+1 و نبرهن صحتها من أأجل      4nU   
0 لدينا حسب الفرضية : 4nU   

0 نجد: 2بالضرب في العدد  82 nU  

2نجد : 8نضيف العدد  1688 nU     

الة  "بما أأنَّ الدَّ 2متزايدة و  " 8 0nU    : نَّ 0فا  8 2 8 16nU     

10و منه : 4nU   

0:أأي  nالخاصية صحيحة من اجل  نس تنتج أأنَّ  -3 4nU  . 
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تجاه تغيّر المتتالية  - ب دراسة ا  nU  

شارة الفرق : 1nندرس ا  nU U . 

 لدينا

:   
 

 

1

2

1

1 2 8

2 8 2 8

2 8

2 8

2 8

n n

n n

n

n n

n n

n n

n n

n

n n

n n

U U

U U

U

U U

U

U U

U
U

U

U

U U

U U





 

  

  






  












 

يمتين     4وَ   -6المقام موجب , و البسط ينعدم من أأجل الق

 

 

 : 0بما أأنَّ 4nU  : َّ1فا ن 0n nU U     و منه nU .متزايدة 

َّه من أأجل كل عدد طبيعي  -ج ن ثبات أأ n   ,ا  n n
U U

1

1
4 4

2


   : 

 لدينا: nU متزايدة  : 1 يكافئ أأنَّ 0n nU U   

4nUوَ لدينا:   :4و منه 0nU  

ذن:  ا 

 

1

11

1

1

1 1

1

1

0

0

0

4 4

2
4 40

n n

n n

n n

n n

n

n

n

n n

nn n

U U

U U

U U

U

U U

U U

U U

U UU

 











 



   

   

   





  

          : لأنَّ   
1

2
4 4n nU U   

 و منه: n n
U U

1

1
4 4

2


    

2-  4 + - - 0 
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-  : س تنتاج أأنَّ ا  n n
U U

0

1
4 4

2
   : 

 لدينا: n n
U U

1

1
4 4

2


   

و منه:

 

 

 

 

n n

n n

U U

U U

................................

................................

................................

U U

U U

1 0

2 1

1 2

1

1
4 4

2

1
4 4

2

1
4 4

2

1
4 4

2

 




  


   








  

   


 

جراء عملية جداء أأطراف المتباينة و بعد ال ختزال  نجد:    با  n on
U U

1
4 4

2
   

س تنتاج  -د ا 
n

n
limU


 : 

لدينا :  n on
U U

1
4 4

2
    َو

o
U 0  : ذن  ا 

n n
U

4
4

2
  

4و لدينا أأيضا:  0nU  

و منه:  n n
n n
lim U lim

4
4

2 
  

و بما 
n

n
lim

4
0

2
   َ4و 0nU  : نَّ فـــــــــا  n

n
lim U4 0


    

و منه : 
n

n
lim U 4


. 
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َّمرين  َّالث:الت  الث

المس توي المركب منسوب الى معلم متعامد و متجانس  O ;u;v  من أأجل كل نقطة.M  من المس توي لحقتها العدد

حيث  zالمركب  z 1    نرفق النقطة'
M  لحقتها العدد المركب'

z  : حيث' z
z

z

2

1





  

 

'حل المعادلة  (0
z z :في مجموعة الأعداد المركبة 

   '

'

'

'

z z

z z

z z

z
z z z

z

z z z

z z z

z z

2

2

2

1

2 1

2

2 2 0


  



   

   

  





 

نحل المعادلة: z z ,...... ζ
2

2 2 0   

Δ 4    ذن للمعادلة ا  ζ :حلاَّن مركبين مترافقين هما

'

"

i
z i

i
z i

2 4
1

2

2 4
1

2

  
   



 
  



  

لدينا: (6
A

z z i
1

1    َو
B

z z i
2

1  . 

كتابة  - أأ 
z

z

2

1

 على الشكل الأسي: 

  
  

z i

z i

z i

z

iz

z i

i

i i

i
i

i

i i

2

1

2

2

1

1

1

1

11

1

1

1

1

1

1

1 1

2












 

  












و مــــــنه:   

z

z

z π
arg kπ ,

z
avec : k

2

1

2

1

1

2
2









 
  

 

 

: نس تنتج أأنَّ
π

iz
e

z

2 2

1

 
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ثبات أأنَّ  - ب  الذي مركزه المبدأأ . Rبالدوران  Aصورة النقطة  Bالنقطة ا 

Bلدينا: 

π
i

A

z

z

z
e

z

2 2

1

   :و هذا يكافئB o

A o

π
iz z

z z
e 2




  حيث

o
z " هي لحقة المبدأأ   O". 

يكافئ:و هذا                                 
π

i

B o A o
ez z z z2                                                 

الذي مركزه المبدأأ و زاويته  Rبالدوران  Aصورة النقطة  Bالنقطة  ومنه:
π

θ
2

  

لدينا: (3
C

z 2  َو
D

z 1 

تعيين  - Γ : 
'

M  يعني أأنَّ  تنتمي الى محور التراتيب '
......z i , i

2
1    .)تخيلي صرف( 

 '

' z
z i i

z

z
az i rg arg i

z

2

1

2

1


  



 
  

 


 

 
C

z 2  َو
D

z 1  :ذن  ا 
   

   

C

D

z zz
arg arg i arg arg i

z z

z
arg arg i

z

π
DM ;CM π

z
k

2

1

2

2

1

  
    

   

 
 


 







     

 و منه: Γ هي الدائرة التي قطرها CD عدا  ماD  َو C  

ذات اللاحقة  ωمركزها 
ω

C

ω

D

ω

z z
z

z

z

2

3

1

2

2

2









ωو منه      ;
3

0
2

 
  
  

نصف قطرها :و 

C D

r

r
z z

2

2 1 1

2 2





   
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نشاء  ا  Γ: 

 

4) h   6هو التحاكي الذي مركزه المبدأأ و نسبته 

Sتعيين طبيعة التحويل  - أأ  h R :عطاء عناصره المميزة  و ا 

 

 O ; ;
O ; ;

O ; ;

O

π

; ;

π

π

S h R

S S

S S

0

2

0

2

2
2

2

1

1

2

 
 
 

 


 
 

 

 



















  

و زاويته  6تشابه مباشر مركزه المبدأأ و نسبته  Sو منه : 
π

2

 
 
 

 . 

 : Sالمركبة للتشابه العبارة  - ب

   
π

'

O O
z z e z z22    : و منه 

π

'
z e z22   

  : بما أأنَّ
π

e i22 2  : نَّ 'ωفـــــــــــــــــــــــــــــا  ω
z iz2  

تعيين  -ج 'Γ صورة Γ بالتشابهS  : 

 'Γ بالتشابه صورة  S   Γ يكافئ ω' صورة ω  بالتشابهS   حيثω'  مركز الدائرة Γ. 
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ω' صورة ω  بالتشابهS  يكافئ 
ω' ω

z iz2  : و منهω'
z i

i.....

3
2

2

3

 
  

 

 

 

ذن:  ا  'Γ هي الدائرة ذات المركز ω' ;0 صورة الدائرة .و هي  3 Γ ذات المركزω ;
3

0
2

 
  
  

'rنصف قطرها :و  r
1

2 2
2

1     

نشاء ا  'Γ: 

 

 

َّمرين ال  :رَّابعالت

I)  لدينا:   g x x ln x
2

1   : و g
D ;0   
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 : gدراسة تغيرات الدالة (0
 النهايات - أأ 

   
x x
lim g x lim ln xx

2
1

 
      

   
x x

lim g x lim lx n x
2

0 0

1
 

 

    

 المش تقة: - ب ' x
g x x

x x

2
1 2 1

2


   

 

شارة المش تقة: -ج   ا 

:المقام :  موجب تماما لأنَّ x ;0   

 

 '

'
g x x

xg x

2
0 2 1 0

2

2
0

   

 
 

  
2

2
 0 

x 

 + 0 -  '
g x 

gحساب  (6
2

2

 
  
 

 : 

g ln

g ln .

2

2 2 2
1

2 2 2

3 2
1 8

2

2

2
5

2

     
            

     

 
    

 
  

  

 

 *g
2

0
2

 
  

 
و منه .gهي قيمة حدّية صغرى للدالة وَ    x ;0    َّن  فا  g x 0  

II ) 
ln x

f x x
x

1     َو f
D ;0 . 

 النهايات (0
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 
x x

ln x
lim f x lim x

x
1

 

 
     

 
 : لأنَّ

x

ln x
lim

x
0



 
 

 
 

 
x x

ln x
lim f x lim x

x0 0

1
 

 

 
     

 
   : لأنَّ

x x

ln x
lim lim ln x

x x0 0

1
 

 

   
      

   
. 

 

6)  

: - أأ  ثبات أأنَّ  ا  x ;0    َّن  فا  
 '

g x
f x

x
: 

 
 

 

 

 
 

'

'

'

'

f x

x ln x
x

f x
x

ln x

f x

f x

x

x ln x

x

g x

x

2

2

2

2

2

1
1

1

1
1

1

 
   

  


 

 




 

شارة الدالة 'ا 
f : 

 
 '

g x
f x

x
2

0  : : لأنَّ g x x
2

0 0  

 : fجدول تغيرات الدالة  - ب

  0 
x 

+  '
f x 

   
 

  

 f x 
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معادلة المماس  (3 T للمنحنى C  0في النقطة ذات الفاصلة: 

    '
y

y

f x f

x

1 1 1

2 2

  

 
لأنَّ               f 1 0  َو '

f 1 2. 

ذن: معادلة المماس المطلوبة هي : ا  T : y x2 2 . 

 

4)  

ثبات أأنَّ  - أأ  yا  x 1   :مس تقيم مقارب مائل لــ C: 

y x 1   :مس تقيم مقارب مائل لــ C : يعني 
x
lim f x y 0


   

  
x x

ln x
lim f x y lim

x
0

 

 
   





  

 و منه:   : y xΔ 1   :مس تقيم مقارب مائل لــ C في جوار 

 الوضع النس بي لــ: - ب C َو Δ: 

شارة الفرق  ندرس ا  f x y.                                     

لدينا : 
ln x

f x y
x

    

:  نس تنتج أأنَّ

 C تحت Δ :لمــا x ;0 1  

 C فوق Δ :لمــا x ;1   

  C يقطع Δ :لمــاx 1  

                     1                           0       

                                                   

 
- + 
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نشاء (5 ا  C, Δ َو T 

 

لدينا: (2 m
: y mx mΔ    َوm  : 

التحقق أأنَّ  - أأ  m
m : A Δ   : 

لدينا: A ;1 0  . 

  Am A
A my mxΔ     

 A A
mx m ym m 1 0       :و منه m

: Am Δ   . 

 

لبيانيةاالمناقشة  - ب f x mx m : 
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     f x mx m m x ,......1 Π     

  لمـــاm 1  تصبح المعادلة Π :من الشكل    f x x 1 . 

 :المعادلة f x mx m    0لها حل وحيد هو. 

  لمـــاm 2  تصبح المعادلة Π :من الشكل    f x x 12 . 

 :المعادلة f x mx m    0لها حل وحيد هو. 

  لمـــاm 0  تصبح المعادلة Π :من الشكل    f x x 10 . 

 :المعادلة f x mx m    0لها حل وحيد هو. 

لمـــا  m ; 0   َّن  :المعادلة فا  f x mx m    0لها حل وحيد هو. 

لمـــا  m ;0 1  َّن  :المعادلة فا  f x mx m    0لها حل وحيد هو. 

 لمـــا m ;1 2  َّن  :المعادلة فا  f x mx m    نلها  .0موجبان أأحدها  حلاَّ

لمـــا  m ;2   َّن  :المعادلة فا  f x mx m    نلها  و الآخر سالب. 0أأحدها  حلاَّ

7.) 

يجاد دالة أأصلية للدالة: -أأ  ا 
ln x

x
x

 . 

ln x
ln x

x x

1
   من الشكل'

u u  : حيث u x ln x  َو '
u x

x

1
. 

ذن  صلية للدالة:دالة أأ  :ا 
ln x

x
x

هي   x ln x
21

2
. 

حساب  -ب
n

I مساحة الحيز المحدّد بالمنحنى  Cالمس تقيم , Δ  وx 1  َوx n حيثn 1 

:  نعلم أأنَّ C فوق Δ :لمــا x ;1   

 و منه:
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    

 

 

n

n

n

n

n

n

n
I

I

I f x x dx

ln x
dx

x

ln x

ln nI ....ua

1

1

2

1

2

1

1

2

1

2

  

 
  

 

 
  
 







 

 

 

 

nتعيين أأصغر عدد طبيعي  -ج
0

ذا كان:  n بحيث ا  n
0

 : نَّ فا 
n

I 2: 

 

 

 

  n

n

n

n

I

I

I

I ln n

ln n

ln n

ln n ln n

2

2

2

2

2

1
2 2

2

4

4 0

2 22 0

  

 

  

  







 

nنجد:

n

nI

I

n

.

e e

n

2 2

72 3

2

8







 

 
 

لأنَّ مرفوض   
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nعدد طبيعي  و منه:
0

ذا كان:  n بحيث ا  n
0

 : نَّ فا 
n

I 2: 

nهي:  8  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


